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Resumen

Una curva que llena el espacio es una funciéon continua y suprayectiva del
intevalo cerrado [0, 1] al cuadrado [0, 1]* y El Teorema de Hahn-Mazurkiewicz
nos dice que todo continuo de Peano es una imagen continua del intervalo
cerrado [0, 1], es decir, las curvas que llena el espacio son un caso particular
de este Teorema.

El objetivo principal de esta tesis es probar el teorema de Hahn-Mazurkiewicz
ya que este nos va a asegurar la existencia de las curvas que llenan el espa-
cio, para ello analizaremos algunos resultados referentes a los conceptos de
espacios de Peano, Propiedad S, s(¢)-cadena y cadena débil.

Finalmente revisaremos la primera curva que llena el espacio que se di6 a co-
nocer en 1890 por Giuseppe Peano, y analizaremos el ejemplo que permitio,
por su desarrollo geométrico, la construccion de toda una serie de curvas que
llenan el espacio.



Introduccion

“La topologia es Matematica cualitativa, es decir matematica sin nime-
ros. Podemos decir a grosso modo, que la topologia trata de las propiedades
intrinsecas de las configuraciones espaciales, que son independientes del ta-
mano, la situacion y la forma. Una propiedad cualitativa intrinseca es aquella
que no cambia cuando el objeto que se estd considerando sufre un proceso
de dilatacion y flexion sin ruptura” [2].

El topologo considera los mismos objetos que el gedmetra, pero de modo
distinto; no se fija en las distancias o los angulos, ni siquiera de la alineacion
de los puntos. Para el topo6logo, un circulo es equivalente a una elipse; una
bola no se distingue de un cubo, se dice que la bola y el cubo son objetos
topologicamente equivalentes, porque se pasa de uno al otro mediante una
transformaciéon continua con inversa continua.

El presente trabajo esta dentro del area de la Teoria de Continuos por lo
que se espera que el lector posea conocimientos basicos de topologia. Cono-
ceremos de manera particular el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz el cual fue
uno de los descubrimientos mas interesantes de la topologia, ya que dio pauta
a la formacion matematica de lo que llamaremos curvas que llenan el espacio.

En 1878, Georg Cantor desarrollé su teoria de conjuntos, a partir de
entonces se desarrolla una de las consecuencias mas impactantes para ese
tiempo; v fue que R y R? tenfan la misma cardinalidad, es decir, “el mismo”
nimero de puntos. Esto quiere decir que existe una biyeccion entre ambos
conjuntos.

Este resultado cuestion6 las ideas intuitivas acerca del concepto de dimen-
sion que en ese momento se tenfan, y una pregunta obvia fue: ;Podemos
encontrar una biyeccion entre R y R? que sea continua o incluso diferencia-



ble? La respuesta en forma negativa se da en 1879 por Eugen Netto, véase [8].

Sin embargo, permaneci6 abierto durante més de una década, si era po-
sible encontrar una aplicacién continua y suprayectiva de R a R? o, inclusive
del intervalo [0, 1] al cuadrado [0, 1]2.

Giuseppe Peano sorprendié a la comunidad matematica en 1890, con la
construccion de una funcion continua y suprayectiva del intervalo [0, 1] al
cuadrado [0,1]%, es decir, construy6 lo que llamaremos “curva que llena el
espacio’.

El Teorema de Hahn-Mazurkiewicz es uno de los teoremas més famosos
de la topologia ya que este resuelve la existencia de las curvas que llenan el
espacio, que a partir de ahora se podran describir como aquellas que carac-
terizan a los espacios topologicos que son imagenes continuas del intervalo
cerrado [0, 1], este teorema fue establecido en 1914 por Hahn y Mazurkiewicz,
véase [1] y [3].

Este trabajo se desarrolla en tres capitulos. En la medida de lo posible
tratamos de evitar ir mas alla de estas paginas para comprender todo lo que
se menciona en esta tesis. Incluimos, en el Capitulo 1, preliminares donde
se tratan algunos conceptos relacionados con topologia y continuos, para lo
cual nos basamos en [5] y [6]. Ademas, incluimos algunas definiciones y teo-
remas que seran importantes para la prueba de algunos teoremas posteriores.

En el Capitulo 2 conoceremos los espacios de Peano, la propiedad S y se
explicara el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz, para lo cual se tomara como

base [6].

Finalmente, en el Capitulo 3, tomando como referencia [8] analizaremos
dos curvas que llenan el espacio, la curva que construyo G. Peano y la de D.
Hilbert. Para la primera, nos enfocaremos en conocer su construccion anéli-
tica la forma en la que la describi6 Peano y para la segunda, su construcciéon
geométrica.
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Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo se dan las bases para el desarrollo de la tesis.
Se espera que el lector posea conocimientos bésicos de Topologia dado que,
aunque en este capitulo se daran resultados esenciales para sentar las bases
de este documento, no se dan pruebas de algunas afirmaciones ya que no es
el propésito, pero se da una referencia donde se pueden consultar.
Sin mas que decir, aqui vamos...

1.1. Continuos

Definicién 1.1.1. Dado un conjunto X no vacio, sea d : X x X — R una
funcion tal que para cualesquiera x, y, w € X cumple:

i) d(z,y) >0, d(z,y) =0 si, y sélo si v = y;
i) d(z,y) = d(y, x);
i) d(z,y) < d(z, w) + dw,y).

A d se le conoce como distancia o métrica sobre X y a la pareja (X, d) se
le llama espacio métrico.

Definicién 1.1.2. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y
no vacio.

Definicion 1.1.3. Sean X un continuo y A un subconjunto de X. Se dice
que A es un subcontinuo de X, si como subespacio, A es un continuo.
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Ejemplos de continuos

1.

Dados a y b € R el intervalo [a, b] es un continuo cuya topologia es la
inducida por la métrica usual sobre R.

. La circunferencia unitaria, S* = {(z,y) € R? : 22 + y*> = 1}, con la

topologia inducida por la métrica usual sobre R2.

La n-esfera, S™ = {# € R"™ : ||| = 1} con la topologia inducida por
la métrica usual sobre R™ .

. Una n-celda denotada por I", es el producto cartesiano de I consigo

mismo n veces, con la topologia producto.

El producto cartesiano de S! consigo mismo n veces, con la topologia
producto.

La Banda de Mobius, véase la Figura 1.1, con la topologia inducida por
la métrica usual sobre R3.

Figura 1.1: Banda de Mobius.

La curva del topologo, véase la Figura 1.2, definida como sigue:

X = {(m,y) ER?:y= sen(i),x € (O,l]}U({O} x [—1,1])

con la topologia inducida por la métrica usual sobre R2.

El Triodo simple que se define de la siguiente manera: Iy, I5, I3 son
arcos en el plano que coinciden exactamente en un punto extremo p y
que por pares, los conjuntos 17 \ {p}, Ir \ {p}, I3\ {p} son disjuntos. A
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Figura 1.2: La curva del topologo.

la unién de estos tres arcos, que denotaremos por T se le llama Triodo
simple, y su topologia es la inducida por la métrica usual sobre R2,
véase la Figura 1.3.

I

L I 3

Figura 1.3: Triodo simple.

9. Un n-odo simple, es la uniéon de n-arcos en el plano que coinciden
exactamente en un punto, véase la Figura 1.4, con la topologia inducida
por la métrica usual sobre R2.

10. La Paleta es la unién en el plano de un circunferencia con un arco que
solo la toca en un punto, con la topologia inducida por la métrica usual
sobre R?, véase la Figura 1.5.

P={zcR*: ||z =1} U([1,2] x {0}).
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Figura 1.4: n-odo simple.

Figura 1.5: Paleta.

11. El cubo de Hilbert definido mediante:

Q= H I,,; donde I,, = [0, 1] para toda n € N.

neN

Con la topologia producto.

1.2. Conexidad local

Definiciéon 1.2.1. Un espacio topoldgico X se dice que es localmente co-
nexo en p € X si para cada abierto U de X que conliene a p, existe un
abierto conexo V de X tal quep € V C U.

Se dice que X es localmente conexo si es localmente conexo en cada

uno de sus puntos.

Ejemplos

1. Cada intervalo y cada rayo de la recta real son localmente conexos.
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2. R" es localmente conexo.

3. La curva del topologo no es localmente conexa ya que para cualquier
punto del segmento {0} x [—1, 1] y cualquier abierto pequeno, digamos
de didmetro menor que 1 que contenga a dicho punto, este siempre
tiene mas de una componente, por lo que no sera posible encontrar un
abierto conexo tal que cumpla las condiciones de la Definicién 1.2.1.

4. Para cada n € N, denotemos z,, = (1, +). Sea X = {(1,0)} U {z,}22,
vy p=(0,0). A la union de los segmentos de recta que van del punto p
a cada uno de los elementos de X se le conoce como abanico armoénico,
el cual no es localmente conexo. Véase la Figura 1.6.

(1.1

p ————(10)

Figura 1.6: Abanico armonico.

5. El espacio Peine, que denotaremos por W, el cual se construye de la
siguiente manera: Para cada n € N, sean I, = {1} x [0,1], I, = {0} x
[0,1] y sea B el segmento que une los puntos (0,0) y (1,0), luego

w =Bl (Q)In> .

Este espacio tampoco es localmente conexo. Véase Figura 1.7.
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Figura 1.7: Espacio Peine.

Teorema 1.2.2. Un espacio topologico X es localmente conexo si y solo si
para cada abierto U en X, cada componente de U es abierta en X.

Demostracién:

Sea U un abierto en X. Y sea C' una componente de U, veamos que C' es
abierto en X. Sea p € (', como X es localmente conexo, existe V' un abierto
conexo tal que p € V C U. Dado que V es conexo y C' es una componente
de U, entonces V C C. Por lo tanto C' es abierto en X.

Sean p € X y U un abierto tal que p € U. Consideremos C,, la componente
de U que contiene a p, entonces p € C,, C U. Como C), es un abierto conexo
que contiene a p y esta contenido en U, entonces X es localmente conexo en

p- T

1.3. Conexidad en pequeno

Definicién 1.3.1. Sea X un espacio topoldgico y p € X. Se dice que X es
conero en pequeno en p, lo cual denotaremos por ctk, st para cada abierto
U de X que contiene a p existe una vecindad conexa de p contenida en U.

Observaciéon 1.3.2. Por definicion, localmente conexo en p implica conexo
en pequeno en p.
El Ejemplo 1.3.3 muestra que el reciproco de la Observacién 1.3.2 no se

cumple, es decir, conexo en pequeno no implica localmente conexo.

Ejemplo 1.3.3. Sea X una sucesion de abanicos armdnicos, convergentes al
punto p, como se muestra en la Figura 1.8. X es conexo en pequeno en el
punto p pero no es localmente conexo en el punto p.
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P

Figura 1.8: Sucesion de abanicos armonicos.

1.4. Dendritas

Definiciéon 1.4.1. Un arco es una espacio topoldgico que es homeomorfo al
intervalo [0, 1].

Definiciéon 1.4.2. Cualquier espacio homeomorfo a la circunferencia es una
curva cerrada simple.

Definicion 1.4.3. Una dendrita es un continuo localmente conexo sin cur-
vas cerradas simples.

A continuacién haremos la construccion de una dendrita, para lo que
primero daremos algunas definiciones.
Definimos el orden de un punto como un elemento del conjunto NU{w, R, c},
donde Xy =| N |, ¢ =| R | y w es un simbolo formal, que entendemos por
conveniencia, y cumple que n < w < Ny para toda n € N. Dado un espacio
topologico (X, 7) v p € X decimos que para un cardinal ¢ € NU {X, ¢},

i) p es de orden menor o igual que n en X, si dado U € 7 existe V € 7
con PeV CcUy|VNX—V|<ny lodenotamos por ordy(p) < n,

ii) p es de orden igual que n en X, si ordx(p) < ny dado cualquier m < n,
ordx(p) < m,
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(a) Paso 1 (b) Paso 2

I L

Ealnlu N S N
(d)

(c) Paso 3 Paso 4

Figura 1.9: Cuatro primeros pasos de la construccion de Ds.

iii) p es de orden igual que w en X, si dado U € 7 existe V € 7 con
PeV cUy|VNX—V]es finita, pero ordx(p) ¢ N.

A los puntos de orden 1 se les llama puntos terminales, a los de orden 2,
puntos ordinarios y a los de orden mayor se les llama puntos de ramificacion.
Denotamos por D,, a la dendrita que es universal para la clase de dendritas
con puntos de ramificacion de orden a lo mas n.

R(D,,) indica el conjunto de los puntos de ramificacion de la dendrita D,,.
D,, tiene la propiedad de que todos sus puntos de ramificaciéon tiene orden n
y ademés para cualquier arco o« C D,, se tiene que a« N R(D,,) = «, es decir,
la cerradura de la interseccién del arco « con los puntos de ramificacion de
la dendrita, es solamente el arco a.

Dado un punto ¢ € C (C representa a los ntimeros complejos ) y [ un segmen-
to convexo en C, con ¢ € [, llamaremos una n-estrella centrada en ¢, sobre I,
de tamano N > 0 a un conjunto de la forma U?Zl Bj donde cada B; es un
arco convexo con uno de sus extremos ¢, que forma un dngulo de 7/25 con el
segmento [, tal que didm(B;y,)/ diam(B;) = 1/(j+1) y diam(U}_, B;) < N.

Construccion de D,,:
Sean € NUw — {0,1,2}. La construccion se haré por induccion, definimos,
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(c) Paso 3 (d) Paso 4

Figura 1.10: Cuatro primeros pasos de la construccion de Dy.

en cada paso, una dendrita D* C C para k € N. Tomenos D° como una
n-estrella con centro en 0 € C sobre el eje real, con tamarno 1.

Supongamos ahora que para alguna k € N ya tenemos construida DF ¢ C
tal que todos sus puntos de ramificacion son de orden n, y que podemos
escribirla como DF = Ujes, Ri,n (Jr € N, que es finito si n # w) donde
cada Ri,n es un arco convexo tal que tinicamente sus extremos tienen orden
distinto de 2 en D y con la propiedad de que cada conjunto de la forma
Ri’n — R(DF) es abierto en D¥. Todo este enunciado ser& nuestra hipotesis
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de induccion.

Sea pim el punto medio del arco R{;n, el conjunto de todos estos puntos
lo denotamos por Py, = {pfm : 7 € Ji}. Notemos que, por la condicion
de separacion que pedimos como hipoétesis, para todo j € J, tenemos que
pf;’n ¢ Pin —pf;’n, es decir, que P, no tiene puntos de acumulacion en él
mismo. Entonces, para cada j € Ji, construyamos una (n — 2)-estrella (si

n = w tomamos w-estrella), que llamaremos N, con centro en pj) ., sobre

R} con tamafo

I 1—a ; ; 1 ;
2j+k’ 2 d<p?f,n7 Pk7n - {p?v,n}>7 §d<p;€,n7 U Rﬁc,n)
leJe—{i}

min =

donde
—k
ap=e¢2 <1

Si suponemos que existe un punto r € N,z nﬂN,i’n, para algunas i, 5 € Ji, con

l—ay 1
< =
2

2

1 # j, tendriamos, por la desigualdad del tridngulo y el hecho que
que

d(pi;,n? Pi,n) < d(mv pin) + d(:L', pz,n)
1 , , A ,
< 5 (d(pi’n, P]f’n — {pi,n}> +d p;ng Pk:m - {p;c,n}>>
<méx (. Pen— (7h}) . d(hs P — (h}) }

lo cual es una contradiccion, por lo que las (n — 2)-estrellas definidas son
disjuntas dos a dos. Con esto, como cada (n — 2)-estrella que definimos
solamente toca a D en un punto, podemos definir la dendrita DfF! =
DF U (UjeJk N,gn> Ahora hay que ver que cumple la hipétesis inductiva
para k + 1.

Observese que DfL C C. Es claro que todos sus puntos de ramificacion que
aumentaron son los p{m que tienen orden 2 en DF y ahora con las (n — 2)-
estrellas que pusimos sobre ellos, tienen orden n en DF*!. Los segmentos

convexos R} 1., seran de dos tipos, los primeros seran las dos mitades de
los segmentos R{m que fueron “divididos” en dos partes cuando pusimos las
(n—2)-estrellas en el paso inductivo; los segundos son los segmentos convexos
de la definicion de cada uno de las (n — 2)-estrellas que pusimos. Claramente
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cada uno de estos segmentos nos da un conjunto abierto cuando le quitamos
los puntos de R(DF). Entonces se cumplen las condiciones de la hipotesis
para k + 1, lo que nos dice que podemos hacer la construccion.

La representacion grafica de lo anterior para los cuatros primeros pasos
de la construccion de D3y D, se observan en la Figura 1.9 y la Figura 1.10,
respectivamente.

1.5. Algunos teoremas y definiciones importan-
tes

Definicién 1.5.1. Un espacio topoldgico X se dice T o de Hausdorff si

para cualesquiera x,y € X existen U, V abiertos en X tales que v € U,
yeVyUnV =40.
Decimos que X es un continuo de Haustorff si X es un continuo y Ts.

Definicién 1.5.2. Para un espacio topologico Y, sean
(1) 2¥ = {A: A es un subconjunto cerrado no vacio de Y'}.
(2) C(Y)={A€2Y: A es conexo }.

Definiciéon 1.5.3. Sean (X, 71) y (Y, 72) espacios topoldgicos, una funcion
F : X — 2Y es llamada semicontinua superiormente en un punto p
€ X (USC en p) sipara cada U € 1 tal que F(p) C U, existe V € 1y tal
quep €V y F(x) C U para todo x € V.

Una funcion F : X — 2Y se dice USC si cumple que es USC para cada
punto de X.

Teorema 1.5.4. [7, Teorema 7.4] Sean X y Y espacios métricos compactos
y no vacios, y supongamos que (1)-(4) se cumplen,

(1) F,: X —2Y es USC para cadan =1,2,...;
(2) F,(x) D F,y1(x) para cada x € X y cadan=1,2,...;
(3) Y = U,ex Fn(x) para todon =1,2,...;

(4) lm diagm[F,(z)] = 0 para cada x € X.
n—o0
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Entonces hay una funcion continua f de X sobre Y, tal que [ puede ser
definida como: f(x) = el dnico punto en (., F,.(z), para cada x € X.

Lema 1.5.5. [7, Lema 3.2] Si un espacio de Hausdorff es una imagen con-
tinua de un espacio métrico compacto, entonces es metrizable.

Teorema 1.5.6. [6, Teorema 35.1](Teorema de extension de Tietze) Sea X
un espacio normal y A un subespacio cerrado de X.

a) Cualquier funcion continua de A en el intervalo cerrado [a,b] de R se
puede extender a una funcion continua de X en [a,b].

b) Cualquier funcion continua de A en R se puede extender a una funcion
continua de todo X en R.

Definiciéon 1.5.7. Sean X y Y dos espacios topoldgicos, decimos que X se
mapea sobre Y si existe f 1 X — 'Y una funcion continua y suprayectiva.

Teorema 1.5.8. [8, Teorema 6.4[(Netto) Si [ representa una funcion biyec-
tiva de una variedad diferenciable m-dimensional sobre una variedad diferen-
ciable n-dimensional y m # n, entonces f es necesariamente discontinua.

Definiciéon 1.5.9. Si f es una funcion de un subconjunto de R™ en R™ y
A CR™, entonces

f(A) ={f(z) € R(f) |z € AN D(f)}

es llamada la tmagen directa de A bajo f. Donde R(f) y D(f) denotan
el rango y dominio de f, respectivamente.

Anadiremos la siguiente definicion de curva, la cual es la que se considera
conveniente para los propoésitos requeridos en el Capitulo 3.

Definicién 1.5.10. Si f : [ — R™ es continua, entonces la imagen f.(I) es
llamada una curva. f(0) denota el punto inicial de la curva y f(1) el punto

final.

Llamaremos a
x=f(t), tel

una representacion paramétrica de la curva C = f.(I).
En funciones coordenadas, para R* tenemos que f(t) = (£, n) donde

£ =)
n = (t).
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A continuacion estableceremos una notacion que utilizaremos para la De-
finicion 1.5.12.
Sean € N, denotamos por R” el espacio euclideo n-dimensional. Sus puntos se
desigaran por x = (x1, ..., ), donde x;, i = 1,2, ..., n, son las coordenadas del
punto x en cierto sistema de coordenadas fijo, dicho sistema se considera para
el resto del trabajo. Fijemos un ntimero entero no negativo k. Sea 1 <1 < n,
el i-ésimo eje coordenado es el conjunto x; = {z € R" : x; = Oparaj # i}.
Para m = 0,+1,+2, ... consideremos los puntos 2 € R" tal que x; = 0 con
i # j vy x; = 107%"m y tracemos por estos puntos hiperplanos ortogonales
al 7-ésimo eje. El conjunto de todos los hiperplanos construidos previamente
para todos los ejes coordenados engendra una familia de los cubos cerrados
n-dimensionales del tipo

Q :{x: ToF <xi<1—0k,@:172,...,n}, (1.1)

donde m;, © = 1,2, ...,n, recorren independientemente uno del otro el con-
junto de todos los niimeros reales.

Los cubos (1.1) se llaman cubos de rango k, la totalidad de ellos se designa
con Ty, k=0,1,....

Observemos que

(i) El conjunto de todos los cubos de rango k cubre todo el espacio, es
decir
k= ) o
QeT),

(ii) Dos cubos de un mismo rango pueden tener en comin solo algunos
puntos de su frontera.

(iii) Sin =1, entonces Q' es un segemento.
(iv) Sin = 2, entonces Q* es un cuadrado.

El niimero 1/10*" lleva el nombre de volumen n-dimensional del cubo Q"
y se denota con uQ".

Para un conjunto S, que representa la uniéon de un nimero finito o numerable
de diferentes cubos Q7 de rango k, j = 1,2, ...

s=J@;. Qe
J
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su volumen n-dimendional uS se determina por la igualdad

ps =Y pQ;. (1.2)
J

Notemos que pS es un nimero no negativo.

Sea X un conjunto arbitrario en R™. Designemos mediante s;, = s;(X) el con-
junto de puntos de todos los cubos n-dimensionales de rango k integramente
contenidos en X, y mediante S, = Si(X), el conjunto de puntos de todos los
cubos n-dimensionales de rango k, cada uno de los cuales se intersecta con
el conjunto X por un conjunto no vacio (kK =0,1,...)

s(X)=J e, sx)= | @\ Qe

QrCX Q"NX#Y

De este modo, todos los demés cubos de rango k, contenidos en sy, se disponen
en el conjunto X, mientras que los cubos de rango k, contenidos en Sy,
forman un recubrimiento del conjunto X, es decir, sp(X) C X C Si(X).
Notemos que el conjunto X se dispone “estrictamente dentro” del poliedro
Sy = Sk(X), es decir, no se intersecta con su frontera 9Sy. Efectivamente,
el punto x € X N 9S; no puede existir, puesto que si fuera punto frontera
para S, perteneceria a la cara de cierto cubo de rango k. Ya que los cubos
en consideracion son cerrados, entonces por definicion del poliedro Sk, le
pertenecerian a ¢l todos los cubos de rango £ que contienen dicha cara, pues
ésta tltima contiene el punto x € X. De este modo, el punto citado no seria
punto frontera para S.

Es evidente que

Sp C s C - C 8 C Sy Covn gy
So D5 D DS DSk D,

y, por consiguiente, en virtud de la definicion (1.2)

fSo S pS1 < v S USE S USk1 S,
wSo = Sy = -+ = uSk = WSk = - -

Y

De esta forma, se han obtenido dos sucesiones mondétonas cuyos términos son
los elementos del conjunto ampliado de los nameros reales R, a saber, o bien
los nimeros reales no negativos. Por eso para cualquier conjunto X C R"
siempre existen los limites finitos o infinitos.

lim pse vy lim pSy
T—00 T—00
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Definicion 1.5.11. El limite finito o infinito lim us, lleva el nombre de
T—r00

medida de Jordan n-dimensional inferior o interior del conjunto

X y se designa mediante . X. Mientras que el limite lim pSy se denomina
T—00

medida de Jordan n-dimensional superior o exterior del conjunto
X y se designa mediante p*X.

St las medidas inferior pu, X y superior p*X del conjunto X son finitas y
coinciden, el conjunto se llama medible segun Jordan. El valor general de
las medidas de Jordan inferior y superior del conjunto medible X se designa
por uX y se llama medida de Jordan n-dimensional o volumen n-
dimensional del conjunto X:

uX = pu X = X.
Para un conjunto vacio debe ser, por definicion ug = 0.

Denotaremos por J, a la medida de Jordan n-dimensional.

Definicién 1.5.12. Si f : [ — R", n > 2 es continua y J,(f.(I)) > 0,
entonces f.(I) es llamada una curva que llena el espacio.



Capitulo 2

Espacios de Peano y el Teorema
de Hahn-Mazurkiewicz

Ahora que ya hemos visto los preliminares estamos listos para incursionar
en este capitulo. A continuacién veremos que son los espacios de Peano, la
propiedad S y algunos teoremas y lemas que nos van a permitir probar el
teorema més importante de este trabajo, el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz.

2.1. Espacios de Peano

Definicion 2.1.1. Un espacio métrico (X,d) es llamado un espacio de
Peano si es localmente conexo.

Definicién 2.1.2. Un continuo de Peano es un espacio de Peano que es
un continuo.

Teorema 2.1.3. Un espacio métrico (X,d) es un espacio de Peano si y sdlo
st se cumple alguno de los siguientes incisos:

(1) X es localmente conexo en cada punto;
(2) Cada componente de cada subconjunto abierto de X es abierto en X, o
(3) X es conexo en pequeno (cik) en cada punto.

Demostracion:

(1) Por la definicion de Espacio de Peano.

21
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(2) Por el Teorema 1.2.2.

(3) La suficiencia se satisface por la Observacion 1.3.2.
Para la necesidad, sean U un subconjunto abierto de X, C' una compo-
nente de U y z € C. Como X es cik en z, existe una vecindad V' conexa
de X tal que x € V C U. Dado que V es conexo, tenemos que V C C.
Asi, x € V C C. Por ser V una vecindad de z, existe un abierto W tal
que x € W CV CC. Por lo que C es un abierto.

2.2. Propiedad S

Definiciéon 2.2.1. Sean X un espacio métrico y Y un subconjunto no vacio
de X, se dice que Y tiene la propiedad S si para cada € > 0, hay una
cantidad finita de subconjuntos conexos A, As, As, ..., A, deY tales que

Y = UA“ didm(A;) < e/2 para cada i =1,...,n.

Proposicion 2.2.2. La recta real con la métrica usual no tiene la propiedad

S.

Demostracion:
Supongamos que R tiene la propiedad S, entonces

R = UAi didm(A;) < e/2 paracada i =1,...,n.

Notemos que A; es un intervalo, por lo que

diém(U A;) < n%.

i=1

Entonces la recta real esta acotada, lo cual es una contradiccion. 1

Teorema 2.2.3. Si un espacio métrico (X, d) tiene la propiedad S, entonces
X es un espacio de Peano.
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Demostracién:
Por el Teorema 2.1.3, basta probar que X es cik en cada punto.

Sean p € X y € > 0. Dado que X tiene la propiedad S, hay un nimero
finito de subconjuntos conexos Aq, ..., A, de X tales que

X = UA“ y didm(A;) < /2 para cada i =1,...,n.

Sea R={A;: p€ A;} y definimos G = |J R.
Comop e Xy X =, A, existe iy € {1,2,...,n} tal que p € A;,. Asi,
A; € A;U{p} C A; para cada A; € R. Como A; es conexo para todo
i€{1,2,...,n} se tiene que A; U {p} es conexo. Por lo que G es la unién de
conexos que tienen un punto en comun. Asi GG es conexo.

Probaremos ahora que G es una vecindad conexa de p. En efecto, sea
d > 0 tal que § < ¢/2. Como Bs(p) es conexo y didm(A;,) < €/2, entonces
Bs(p) C A;, C G. Luego G es una vecindad conexa de p. Por lo tanto, se
tiene probado que X es cik. Esto completa la prueba del teorema. T

Teorema 2.2.4. Un espacio métrico compacto y no vacio X es un espacio
de Peano si y solo st tiene la propiedad S.

Demostracién:
Sea € > 0, como X es un espacio de Peano, X es localmente conexo. Por lo
que para cada x € X existe un abierto conexo B, cuyo didmetro es menor
que €/2. Consideremos
C={B,: z€ X}

la cual es una cubierta abierta para X. Como X es compacto, existen B,
B,,, ..., B;, una cantidad finita de elementos de C tales que

Asi, X cumple la condiciones que se requieren para tener la propiedad S.
La suficiencia se cumple por el Teorema 2.2.3. T

Corolario 2.2.5. Un continuo X es un continuo de Peano si y solo si para
cada € > 0, X es la union de un nimero finito de subcontinuos de didmetro
Menor que €.
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Demostracién:
Como X es un continuo de Peano por el Teorema 2.2.4, X tiene la propiedad
S. Entonces para cada € > 0 hay una cantidad finita de subconjuntos conexos

Ay, Ag, As, . A, de X tales que

X = UA“ didm(A;) < e/2 para cada i =1,...,n.

Sea B; = A;, notemos que cada B; es métrico, conexo y ademés compacto.
Por lo que, cada B; es un subcontinuo de X. Asi,

X = UBi’ didam(B;) < /2 < e para cada i=1,...,n.

Proposicién 2.2.6. Sean X un espacio métrico y' Y C X tales que Y tiene
la propiedad S. Entonces, para cualquier Z tal que Y C Z C Y, Z tiene la
propiedad S y por lo tanto es un espacio de Peano.

Demostracion:
Sean € > 0y Ay, A, ..., A, subconjuntos conexos que satifacen

Y = UA“ con didm(A;) < e paracada i=1,...,n.

i=1

Consideremos B; la cerradura de A; en Z, es decir, B; = A; N Z para cada
i € {1, 2,..,n}. Como cada A; es conexo en Y, entonces B; es conexo en Y.
Asi, B; es conexo en Z ya que Z C Y, ademas didm(B;) < ¢/2.

Para concluir la prueba de la proposicion es necesario asegurar que la siguien-
te igualdad se satisface,

Veamos que Z C |J_, B;. Sea z € Z, como Z C Y entonces z € Y. Dado
que A; C Y para cada i, existe j € {1, 2,...,n} tal que z € A; C Y, esto

pues
?:U&:UE
=1 =1
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Por otro lado, sea = € U;_, Bi- Entonces « € B; para alguna 7. Por lo que
re AiNZ. Asi, x € Z. T

Definiciéon 2.2.7. Sean (X, d) un espacio métrico y € > 0. Una s(e)-cadena
es una coleccion indizada, finita y no vacia L = {L, ..., L, } de subconjuntos
de X que satisfacen las siguientes condiciones:

(1) LiN Liyy # 0 para cada i =1,2,....,n—1;
(2) L; es conexo para cada i =1,2,...,n;
(3) didm(L;) < €/2" para cada i = 1,2,...,n.

Si L = {Ly,Ls,...,L,} es una s(e)-cadena, entonces cada L; € L es
llamado un eslabon de L.
Six € Ly yy € L, entonces decimos que L es una s(€)-cadena de x a y.
Si A C X, entonces definimos S(A,€) como sigue:

S(A,e)={ y € X: hay una s(e)-cadena de algin punto de A a y}.

Proposicion 2.2.8. Si un espacio métrico (X, d) tiene la propiedad S, en-
tonces para cualquier subconjunto no vacio A de X y cualquier e > 0, S(A,¢)
tiene la propiedad S.

Demostracién:
Sea § > 0, probaremos que S(A,e) = |J;_, B;, para alguna n € N, donde
cada B; es conexo y tiene didmetro menor que d. Como la serie Y ;' 27" es
convergente, podemos elegir un entero positivo k tal que
(1) Yre-27<d/4
Sea
K= {y € S(A,e): hay una s(e)-cadena con a lo mas k eslabones de algtin
punto de A a y}.
Dado que (X, d) tiene la propiedad S, hay una cubierta finita de X por con-
juntos conexos tales que su diametro es menor que €-27%~1. Sean F;, Fs, ..., E,
los elementos de esta cubierta que intersectan a K (si ninguno de estos inte-
secta a K, entonces K = () y como A C K, A = () lo cual es una contradic-
cion). Notemos que (2)-(5) se satisfacen

(2) K C U?:l Ei;
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(3) E;N K # () para cada i;

(4) E; es conexo para cada i;

(5) didm(E;) < e-27%"! para cada i.

Veamos que se cumple

(6) E; C S(A,e) paracadai=1,2,...,n

Sea i € {1,2,...,n} fija. Por (3), hay una s(¢)-cadena {Ly, Lo, ..., L;} con
t < k de un punto de A a un punto de E; N K. Entonces, por (4), (5) y la
Definicion 2.2.7 se tiene que {L, ..., Ly, L;11 = E;} es una s(e)-cadena de un
punto de A a cualquier punto de E;. Con lo que se tiene probado (6).

Para cada i, 1 < ¢ < n, P, denota la coleccién de subconjuntos M que
satisfacen (7)-(10):

(7) M C S(A,e);

(8) M N E; #0;

(9) M es conexo;

(10) diam(M) < §/4.

Sea B; =|J P, paracadai=1,2,...n— 1.

Observemos que cualquier E; satisface (7), (8), (9) y (10). Por lo tanto,

(11) E; C B; paracadai=1,2,...n

A continuacion probaremos que By, Bs, ..., B,, cumplen las propiedades de-
seadas.

e B, es conexa.

Para cada M € P; definimos Ny, = M U E;. Asi, por (8) y (9) Ny conexo.
Por lo que B; = | J Ny es conexo.

e diam(B;) < 6.

Si x, y € B; entonces, existen sy t tales que x € Mgy y € M,. Por (8) y (10)
existe z € E; N Mj tal que d(z, z) < §/4. Anadlogamente, existe w € E; N M,
tal que d(y,w) < §/4. Ademas, por (10) y dado que z, w € E; tenemos que
d(z,w) < §/4. Por la desigualdad del tridngulo tenemos que

d(z,y) < d(z, 2) + d(z,y)
<d(z,w) + d(w, z) + d(z,w) + d(w, y)
)

< 4- =9.
4

e S(A,e) C U, B; para alguna n € N.
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Notemos que por (7), B; C S(A,€). Veamos que
(%) S(A,e) c U, B:.

Seay € S(A,¢), dado que E; C B; entonces |JE; C |JB;. Y, como K C JE;
tenemos que K C |J B;. Por lo que si y € K no hay nada que probar. Supon-
gamos que y ¢ K. Como y € S(A,¢), hay una s(e)-cadena £ = {Lq, ..., L, }
de un punto de A a y, donde m > k. Sea

Por la definicion de K, L, C K y por (2) tenemos que L, N E; # () para
algin i. Probaremos que H C B, para garantizar que H satisface (7)-(10).
Por la definicion de S(A,€),

L csae.

Asi, H € S(A,¢), es decir, H cumple (7). Como L, N E; # () se tiene que
H satisface (8). Ademas, H es conexo por (1) y (2) de la Definicion 2.2.7.
Finalmente diam(H) < >, diam(L;) < >, /2" por (3) de la Definicion
2.2.7, de manera que diam(H) < 6/4 por (1), asi H cumple (10). Ahora que
hemos probado que H satisface (7)-(10) tenemos que H C B;, y como y € Ly,
entonces y € B; y esto completa la prueba de (x), por lo tanto el conjunto
de las B; satisface la Definiciéon 2.2.1. 1

Lema 2.2.9. Sean (X,d) un espacio métrico, A un subconjunto de X no
vacio y € > 0. Entonces (1)-(3) se satisfacen:

(1) diagm[S(A,¢€)] < diam(A) + 2¢;
(2) Si A es conezo, entonces S(A,€) es coneco;

(8) Si(X,d) tiene la propiedad S, entonces S(A, €) es un subconjunto abier-
to de X.

Demostracion:
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(1) SeaS:Z?zﬂ"_i:%—i—,%—l—r%—l—--w%ﬁ,entonceer—1+1-|— L+

L4t o luego S—rS=S(1-r) =4 1= porloque
S = r"— de esta forma tenemos que:

i -1
5= ZT B rr—l)

Entonces

S | 1
221— -1 —.
2n2—1) on on

Ahora, sean z, y € S(A,¢€), por la desigualdad del tridngulo se tiene
que d(z,y) < d(z,p) + d(p,y) donde p € A, luego d(p,y) = d(y,p) <
d(y,q) + d(q,p) para cualquier ¢ € A, por lo que:

d(z,y) < d(z,p) +d(y,q) + d(q, p)

1 1
<e(l— 27) +e(l— 2—n) + didm(A)
= 2¢ — 2(—) + didm(A)

on
< didm(A) + 2e.

Veamos primero que para cada s(e)-cadena £ = {Ly, Lo, ..., L,}, la
union de esta es conexa.

La demostracion de esto se hara por inducciéon matematica sobre n
Para n =1, L es conexo por definicién.

Para n = 2, como L; N Ly # () y ambos son conexos, entonces L; U Lo
es conexa.

e Supongamos que para n =k, Ule L; es conexa.

e Mostraremos ahora que se cumple paran =k + 1.

Notemos que UkJrl Ule L; U L. Por la hipotesis de induccion
y el caso n = 2, U’Frl L; es conexa.

Por otro lado, como A es conexo, es claro que S(A,¢) es la uniéon de
conjuntos conexos que tienen al conjunto A en comun. Por lo tanto,
S(A,€) es conexa.

Siy € S(A,¢€) entonces hay una s(e)-cadena, {L1, Lo, ..., L, }, de algin
punto de A ay € L, y diam(L,) < €¢/2". Como (X,d) tiene la pro-
piedad S, por el Teorema 2.2.3, X es un espacio de Peano. Entonces
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por (3) del Teorema 2.1.3, para la vecindad L,, hay un subconjunto U
abierto y conexo tal que y € U C L,. Por lo que diam(U) < e/2"+,
Asi, {Lq1, Lo, ...; Ly, L, 1 = U} es una s(e)-cadena de un punto de A a
cualquier punto de U. Con lo cual U C S(A,¢), por lo tanto S(A,¢€) es
abierto.

I

Teorema 2.2.10. Si un espacio métrico (X, d) tiene la propiedad S, entonces
para cualquier € > 0, X es la union de una cantidad finita de subconjuntos
conexos cada uno de los cuales tiene la propiedad S y es de didmetro menor
que €. Ademds, estos conjuntos pueden ser elegidos abiertos o cerrados en X.

Demostracion:
Como (X, d) tiene la propiedad S, X = |J_, A; con n < oo, donde cada A; es
conexo y su didmetro menor que €/3. Por la Proposicion 2.2.8, los conjuntos
S(A;, €/3) tienen la propiedad S. Por lo que, X es la uniéon de una cantidad
finita de subconjuntos conexos cada uno de los cuales tiene la propiedad S.
Por (3) del Teorema 2.2.9, cada S(A;, €/3) es abierto. De la Proposicion 2.2.6,
cada S(A;, €/3) también satisface la propiedad deseada. T

Teorema 2.2.11. Si (X,d) es un continuo de Peano, entonces para algin
€ >0, X es la union de una cantidad finita de continuos de Peano cada uno
de los cuales es de didmetro menor que e.

Demostracion:
Como (X,d) es un continuo de Peano del Teorema 2.2.4, (X,d) tiene la
propiedad S. Del Teorema 2.2.10, para cualquier ¢ > 0, X es la uniéon de
una cantidad finita de conjuntos conexos {A;, As, ..., A,}, cada uno de los
cuales tiene la propiedad S, es de didmetro menor que € y ademas es cerrado.
Por lo que cada A; es un continuo. Del Teorema 2.2.3, X es la unién de una
cantidad finita de continuos de Peano cada uno de los cuales es de didmetro
menor que €. 1

2.3. El Teorema de Hahn-Mazurkiewicz

Definicién 2.3.1. Una cadena débil es una coleccion indizada finita y no
vacia L = {Ly, Lo, ..., L,} de conjuntos tales que
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L;NLi  #0 para cada 1 =1,2,...,n — 1.

Dada L = {Ly, Ls,...,L,} una cadena débil, decimos que L es una cade-
na débil de Ly a L,. St x € Ly y z € L,, entonces decimos que L es una
cadena débil de x a z. Cada L; € L es llamado un eslabon de L.

Lema 2.3.2. Si C = {C1,Cy,....C} y L = {Ly, Ls, ..., L,} son cadenas
débiles con Cy = Ly, entonces hay una cadena débil P de Cy a L, tal que
P=CUL.

Demostracion:
Consideremos a P de la siguiente manera: P = {P}, P,, ..., Py} donde
P,=C;, Phyi =Chprparal <t <m,y Poypey = Ly paral <1 < n.
Entonces, P vade C; a L, y P=CUL. T

Lema 2.3.3. Sea S un espacio topolégico conexo, y sean p,q € S. Si C =
{C1, Cy, ..., C,} es una coleccion finita de subconjuntos cerrados y no vacios
de S tales que cubren a S, entonces la coleccion C puede ser indizada para
formar una cadena débil de p a q.

Demostracion:
Dado que S = |J_, C; existe C; tal que p € C; para alguna i € {1,2,...,n}.
Sin perder generalidad, supongamos que p € C}. Consideremos Cy = {C' € C:
hay una cadena débil de C} a C, cuyos eslabones son elementos de C}.
Afirmaciéon Cy = C.
Consideremos los conjuntos A =|J Cyy B = J(C — Cp). Notemos que cual-
quier elemento de C que intersecta a un elemento de Cy es en si, un elemento
de Cy. En efecto, consideramos C, un elemento de C que intersecta a algin
Cy € Cy, entonces existe L = {C}, Cy, ..., Ci} una cadena débil de C a Cj.
Asi, L' ={CY, Cy, ..., C, C.} es una cadena débil. Por lo tanto AN B # 0.
Como A y B son unidén finita de subconjuntos cerrados de S, entonces A y
B son cerrados en S. Dado que S = UC tenemos que
(x) AUB =S.
Como Cy € Cy y C; # (), se tiene que A # (). Asi, por (x) y la conexidad de
S se obtiene que B = (). Por lo que C C Cy. Concluimos que Cy = C.
La demostracion del lema, se sigue de la afirmacion por repetidas aplicacio-
nes del Lema 2.3.2. ]
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Teorema 2.3.4 (El Teorema de Hahn-Mazurkiewicz). Todo continuo de
Peano es una imagen continua del intervalo cerrado [0, 1].

Demostracion:
La demostracion de este teorema esta basada en la construccion de una suce-
sion de funciones Fi, Fy, ..., F,,, ..., a las cuales, posteriomente se les aplicara

el Teorema 1.5.4, donde X serd igual al intervalo cerrado [0,1] y Y un con-
tinuo de Peano.

Dado que Y satisface el Teorema 2.2.11 y el Lema 2.3.3, podemos construir
una cadena débil {A;, As, ..., A,} de subcontinuos de Peano de Y que cubre
a Y tal que cada A; es de diAmetro menor que 1.

Por otro lado, escribimos [0, 1] como la unién de n subintervalos cerrados
no degenerados Iy, I, ..., I, de la forma I; = [t;_1,t;], 1 < i < n, donde
O=to<ti<tya<---<t,=1

Asi, definimos F : [0,1] — C(Y) como sigue:

Ai7 site [Z — {tl, tQ, ceey tn—l};
) AiUA, sit=ty 1<i<n,
Bl =9 4, sit=0(n=1),
A, sit=1(n=1).

Probaremos que F; cumple las hipotesis del Teorema 1.5.4, es decir, F}

(1) Veamos que F; es USC. Sea p € [0,1] y U un abierto de Y tal que
Fi(p) € U. Nuestro fin ahora es encontrar un abierto V' tal que p € V
y Fi(x) C U para todo z € V. Como p € [0, 1], existe i € {1,2,...,n}
tal que p € I;. Por lo que consideraremos dos casos:

(i) p € (ti—1,t;). Si esto ocurre, Fi(p) = A;. Asi, V. = (t;_1,t;). Si
r € V, entonces Fi(x) = A;. Por lo que Fi(z) C U para todo
xeV.

(ii) En otro caso, si p =t;, Fi(p) = A; U Ajp1. Sea V = (t;_1,t;41). Si
x € V — {p}, entonces
(a) x € (ti—lati) y Fl(l‘) =A, C AU Ai+1 cU.

(b) x € (tiati—i-l) y Fl(x) = Ai—‘rl C A; U Ai+1 cU.

Por lo que Fi(xz) C U para toda x € V. Por lo anterior tenemos que F}
es USC.
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(2) Como {A;, Ay, ..., A, } cubre a Y, se tiene que:

Y= |J R).

z€(0,1]

Para construir F,, consideremos p; € Ay, p; € A, NA; 1 para2<i<ny
Pni1 € A, Sea i € {1,2,...,n}, aplicando el Teorema 2.2.11 y el Lema 2.3.3
a A;, tenemos una cadena débil {Aj, Aj, ..., A )} de subcontinuos de Peano
de A; tal que p; € A, piyy € Ain(i) y A = UT:(? A’ Ademas cada A’ con 1 <
j < m(i), es de didmetro menor que 1/2. Ahora, para cada i € {1,2,....,n}
escribimos [; como la unién de my;) subintervalos no degenerados Ij, I3, ...,

Ijn(l.'), de'la siguientle forma, I! = [ .t ], 1 < j < m(i) donde t§ = t;4
Definimos F; : [0, 1] — C(Y') como sigue
A s% te I —{t, tl t;L(i)},
AjUAS L, sit=1iy 0< < m(i),
Fy(t) =3 A yUAL, sit=tiy 2<i<n,
Al sit=0,

La prueba de que F; cumple (1) y (3) del Teorema 1.5.4, es anédloga a
como se hizo para Fj.
Continuando de esta manera, se construye F,, para n = 3,4,5,... tal que
(1)-(3) del Teorema 1.5.4 se satisfacen. Observemos que el diametro de los
eslabones de la cadena débil de subcontinuos de Peano en cada paso tiende
a cero y cada F,(r) se queda contenida en los eslabones correspondientes,
entonces el diametro de los F,,(z) tiende a cero. Asi, F), satisafce las hipotesis
del Teorema 1.5.4 para cada n. Por lo tanto, hay una funciéon continua del
intervalo cerrado [0, 1] al continuo de Peano Y, es decir, Y es imagen conti-
nua del intervalo cerrado [0, 1]. T

Lema 2.3.5. Sean S1, Sy dos espacios topologicos, y f : S1 — Sy una funcion
continua. Si C es una componente de Sa, entonces f~1(C) es la union de
algunas componentes de Si.

Demostracion:
Para la demostracion basta probar que
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fHC) =U{K : K es una componente de S; y K N f~}(C) # 0}.

Siz e f~1(C), entonces existe K* una componente tal que z € K* y ademas
K*n f~1(C) # 0.

Ahora, sea K una componente de S;, supongamos que K N f~1(C) = 0 en-
tonces existe z, tal que x € K y x ¢ f~(C), de modo que existe y € S,
f(z) =y ¢ C, asi podemos ver a K como la unién de dos conjuntos ajenos
no vacios A y B, los cuales se construyen de la siguiente manera: t € A si
f(t) e Cyte Bsif(t) ¢ C, pero esto es una contradiccion ya que K es
una componente. Por lo que x € f~1(C) y asi, K € f~1(C). T

Proposicién 2.3.6. Si f es una funcion cerrada continua de un espacio de
Peano X sobre un espacio métrico Y, entonces Y es un espacio de Peano.

Demostracion:

Por (2) del Teorema 2.1.3, basta probar que cada componente de cada sub-
conjunto abierto de Y es abierto en Y.

Sea U un subconjunto abierto de Y y C una componente de U, por el Lema
2.3.5, f71(C) es la union de algunas componentes de f~1(U). Por ser f con-
tinua, f~'(U) es abierto en X. Como X satisface (2) del Teorema 2.1.3, se
tiene que f~!(C) es abierto en X. Por lo que X — f~1(C) es cerrado en X.
De que f es cerraday f(X — f71(C)) =Y — C, entonces Y — C es cerrado
en Y. Por lo tanto, C' es abierto en Y. T

Corolario 2.3.7. Cualquier continuo de Hausdorff que es imagen de un
continuo de Peano, es un conlinuo de Peano.

Demostracion:
Sean X un continuo de Hausdorff, ¥ un continuo de Peanoy f : Y — X
una funciéon continua tal que f(Y) = X. Por el Teorema 1.5.5 se tiene que
X es metrizable. Por lo que hay una funcién del continuo de Peano Y sobre
el espacio métrico X. Asi, por el Teorema 2.3.6, X es un continuo de Peano. }

Teorema 2.3.8. Un continuo de Hausdorff es un continuo de Peano si y
solo si es imagen continua del intervalo cerrado [0, 1].

Demostracion:
La necesidad se cumple por el Teorema 2.3.4, ya que todo continuo de Peano
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es imagen continua del intervalo cerrado [0,1]. La suficiencia se da por el
Corolario 2.3.7. T

Teorema 2.3.9. Cualesquiera dos continuos de Peano no degenerados son
imagen continua uno del otro. De hecho: St X yY son continuos de Peano no
degenerados, entonces, para cualesquietra n puntos (n < 00) 1, Tg, ..., T, €
X Yy1,Y2, -, Yn € Y, hay una funcion continua f : X — Y tal que f(x;) = y;
para cada 1 =1,2,...,n.

Demostracion:
Basta demostrar la segunda parte del teorema ya que f serd la funcion que
haga que Y sea la imagen continua de X.
Sea «v : [0, 1] — Y la funcionla que existe por el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz,
tal que a(t;) = y; con t; € [0,1] para cadai € {1,2,...,n}. Por otro lado, sean
p,q € X —{xy1, x9,...,2,} con p # q, definamos S : {p, q, z1, 2, ..., x,} —
0,1], tal que B(p) =0, 5(¢) = 1y B(x;) = t;. Entonces, por el Teorema de
Extension de Tietze, 8 se puede extender a una funciéon continua de X sobre
0, 1], digamos v : X — [0, 1], la cual es una funcion suprayectiva dado que
X es conexo y 0, 1 € y(X).
Consideremos f = « o7, entonces f(x;) = a(vy(x;)) = a(t;) = y;. Notemos
que f es continua y suprayectiva. 1



Capitulo 3

Algunas curvas que llenan el
espacilo

Finalmente, después de un largo camino para probar el Teorema de Hahn-
Mazurkiewicz, tenemos la certeza de asegurar que existe una funcion continua
del intervalo cerrado I = [0, 1] al cuadrado I? = [0,1]* es decir, podemos
garantizar la existencia de las curvas que llenan el espacio, y a partir de
ahora podemos dedicarnos a conocer algunos ejemplos de estas curvas, vamos
a ello...

3.1. Curva de Hilbert

3.1.1. Generacion de la curva de Hilbert

Aunque fue G. Peano quien descubri6 la primera curva que llena el espa-
cio, fue D. Hilbert quien hizo que este fen6meno arrojara bastante luz a la
imaginacion geométrica, ya que fue el primero en reconocer un procedimiento
de generacion geométrica, que permitio la construccion de toda una clase de
curvas que llenan el espacio, procedimiento que describiremos brevemente a
continuacion.

Si el intervalo I = [0, 1] puede ser mapeado sobre I? = [0, 1]? entonces al par-
ticionar I en cuatro subintervalos congruentes y a I? en cuatro subcuadrados
congruentes, cada subintervalo puede ser mapeado continuamente sobre uno
de los subcuadrados. Luego, cada subintervalo es particionado en cuatro y
cada subcuadrado en cuatro subcuadrados congruentes y el argumento se

35
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repite. Si esto es llevado al infinito, I y I? son particionados en 22" replicas
congruentes para n = 1,2,3,.... Hilbert demostr6 que los subcuadrados se
pueden organizar de manera que los subintervalos adyacentes correspondan
a cuadrados adyacentes con un borde en comun, y para que se conserven las
relaciones de inclusion, es decir, si un cuadrado corresponde a un intervalo
entonces sus subcuadrados corresponden a los subintervalos de ese intervalo.
Indicamos en la Figura 3.1 como se debe llevar a cabo este proceso para los
primeros tres pasos. Las lineas poligonales en negrita indican el orden en el
que se deben tomar los subcuadrados para satisfacer nuestros requisitos y en

la Figura 3.2 mostramos como seria el sexto paso de la generacion de la curva
de Hilbert.

LT
T T
RN I N N )
[ | [ |
I L [
)
L B

Figura 3.1: Generacién de la curva de Hilbert que llena el espacio.

Ahora, con base en la descripcién anterior, definiremos la funciéon f;, de
I sobre I? como sigue:
Cada t € I esta determinado Gnicamente por una secuencia de intervalos ce-
rrados anidados (que son generados por la particion sucesiva), las longitudes
de los cuales se reducen a cero. A esta secuencia, corresponde una tnica se-
cuencia de cuadrados cerrados anidados, las diagonales de los cuales se reduce
a un punto, el cual es tinico en 2, la imagen f;(¢). Denotamos por fi-(t)
a la curva de Hilbert. Si ¢ es el punto final de uno de los subintervalos
que no sea 0 o 1, entonces pertenece a dos secuencias diferentes de intervalos
anidados. Sin embargo, dado que los intervalos adyacentes son mapeados en
cuadrados adyacentes, esto conduce a la misma imagen.

Proposicién 3.1.1. La funcién f, : I — I? es suprayectiva, es decir, la
curva de Hilbert pasa por cada punto del cuadrado I?.

Demostracién:
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Figura 3.2: Sexto paso de la generacion de la curva de Hilbert que llena el
espacio.

Sea (x,y) € I*. Notemos que (z,y) pertenece a una secuencia de cuadra-
dos cerrados anidados, cuya diagonal se contrae a un punto. Esta secuencia
corresponde a una secuencia de subintervalos cerrados anidados cuya lon-
gitud se reduce a cero. Por lo tanto, define un tnico punto ¢ty € I tal que
fu(to) = (x,y). Entonces analicemos dos casos, (i) si (x,y) se encuentra en
la esquina de un cuadrado, entonces serd como ya lo mencionamos. (ii) Si se
encuentra en la arista de un cuadrado, puede pertenecer al menos a dos cua-
drados que no corresponden a intervalos consecutivos, tal punto puede verse
como perteneciente a dos o mas secuencias distintas de cuadrados cerrados
anidados. Por lo tanto, tiene dos o méas preiméagenes distintas en I. Lo cual
no deberfa ser una sorpresa en vista del Teorema 1.5.8. T

Proposicion 3.1.2. La funcion fi, : I — I? es continua, es decir, fy-(I) es
una curva.
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Demostracién:
En la enésima iteracion, I es particionada en 22" subintervalos de longitud
22% cada uno. Elegimos t1, ty € I tales que |t; — t5| < %, entonces el inter-
valo [t1, to] se supone con, a lo més, dos subintervalos consecutivos. Ademas,
las imagenes se encuentran, en el peor de los casos, en dos cuadrados conse-
cutivos de longitud lateral 1/2" que forman un rectangulo con diagonal de
longitud v/5/2". Por tanto, ||fi(t1) — fu(t2)|| < V/5/2". Asi, fi : I — 1% es

continua. 1

Teorema 3.1.3. La curva de Hilbert es una curva que llena el espacio, es

decir, f* (I) = I*

Demostracion:
Este teorema es consecuencia de la Proposicion 3.1.1 y la Proposiciéon 3.1.2.7

El Teorema 3.1.3 garantiza la existencia de una funcién continua que llena
al espacio I%, una pregunta interesante seria saber si esta funcion podria ser
diferenciable. El siguiente Teorema nos asegura que no es asi, es decir las
funciones coordenadas de la funcién fj,« no son diferenciables.

Teorema 3.1.4. Las funciones coordenadas de la curva de Hilbert fy-(t) =
(@n, ¥n(t)) no son diferenciables en ningin punto.

Demostracion:
Sea n > 3, para cualquier ¢ € I, elegimos t, € I tal que |t —t,| < 10/2%*"
y las coordenadas pp(t), ¥, (t) de la imagen de ¢ estan separadas de las
coordenadas ¢y, (t,), ¥n(t,) de la imagen de ¢, por al menos un cuadrado de
longitud lateral 1/2", es decir, |pn(t) — @n(t,)| > 1/2". Entonces,

[ont) = enlta)l o 22" (1Y _ 2"
[t —t,] — 10 \ 27 10°

Un argumento analogo se aplica a la segunda componente 1. 1

3.1.2. Una representacién compleja

Hemos podido establecer todas las propiedades requeridas de la curva de
Hilbert y su diferenciabilidad en ninguna parte, s6lo sobre la base de su de-
finicion mediante un proceso geométrico. Todavia no sabemos como calcular
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las coordenadas del punto imagen de cualquier ¢ € I, que no sea contando
cuadrados. Sin embargo, esto solo es practico cuando ¢ se encuentra en el
punto final (o punto inicial) de uno de los 22" subintervalos de la particion de
I y n es “pequeno”’. Aparentemente, no se ha intentado una representacion
aritmética-analitica de la curva de Hilbet durante los tltimos 100 anos en
la creencia de que tal intento seria muy tedioso. En 1949, Emilie Borel casi
tuvo éxito cuando dié una descripcion aritmética de la curva de Hilbert. Fue
tedioso de hecho.

A continuacion mostraremos los primeros pasos para una representacion com-
pleja de la curva de Hilbert, sin embargo se omitira dar la descripcién com-
pleta, ya que el proceso es muy largo y queda fuera de las espectativas de
este trabajo.

Mirando la Figura 3.1, vemos que la curva de Hilbert se origina en el subcua-
drado inferior izquierdo y termina en el subcudrado inferior derecho. Como
los cuadrados se reducen a puntos, se deduce que la curva de Hilbert co-
mienza en el origen (punto de entrada en I?) y termina en el punto (1,0)
(punto de salida de I?). El subcuadrado coincide con el punto de entrada
del siguiente subcuadrado. En la Figura 3.3 hemos indicado la orientacion
correcta del subcuadrado mediante flechas en negrita para los primeros dos
pasos del proceso de iteracion. Para obtener la configuracion en la Figura
3.3(b) tenemos que someter a I? en la Figura 3.3(a) a las siguientes trans-
formaciones: Usando representacion compleja, con z € C, primero reducimos
I? en el radio 2 : 1 uniformemente hacia el origen: 2’ = %z. Entonces, rota-
mos el cuadrado resultante 90°: z” = 2/i, y finalmente, reflejamos en el eje
imaginario: z"” = Z”. Combinando estas tres transformaciones y nombrando
la transformaciéon compuesta £, obtenemos

1_.
ﬁo(Z) = 522.

Esto produce el cuadrado en la esquina inferior izquierda de la Figura 3.3
(b). Para obtener el cuadrado en la esquina superior izquierda de la Figura
3.3(b), reducimos I? como antes, y luego cambiamos % de unidad hacia arriba.
Esto produce la transformacion

1
91(2) = 5,2 + —.
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Y w:rifj
N A san
(a) (b) (c)

Figura 3.3: Mapeo del cuadrado

El siguiente cuadrado en la esquina superior derecha es obtenida reduciendo
I? y desplazandolo % de unidad hacia arriba y % de unidad hacia a la derecha
9a(2) 1 N 1 n i

2)==z4+ =+ .

? 2727 2
Finalmente, obtenemos el cuadrado en la esquina inferior derecha de la Figura
3.3(b) reduciendo I?, rotando —90° (2’ = —%zz’), reflejando en el eje imagi-
nario (2" = —%'), y desplazando el resultado una unidad hacia la derecha y

% de unidad hacia arriba para obtener

1_. i

La aplicacion de estas cuatro transformaciones a la Figura 3.3(a) produce la
Figura 3.3(b). La aplicacion a la Figura 3.3(b) produce la Figura 3.3(c) y asi
sucesivamente.

Una curva de Hilbert tridimensional.

Para definir la curva de Hilbert tridimensional, pocedemos como en la
Seccion 3.1.1, excepto porque ahora dividimos en cada paso a I = [0,1] en
23" subintervalos congruentes y, por consiguiente, el cubo W = [0, 1]® en 23"
subcubos congruentes. En el primer paso alineamos los subcubos, como se
indica en la Figura 3.4. La linea poligonal une los puntos medios de los ocho
subcubos en el orden deseado, el siguiente paso es ilustrado en la Figura 3.5
donde hemos dibujado varias veces la linea poligonal obtenida en el proceso
anterior con lineas en negrita y los conectores con lineas finas (hemos omitido
los contornos del cuadrado, los subcuadrados y los ejes coordenados para
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evitar sobrecargar la figura).

Este proceso satisface nuestros requisitos para la definiciéon de una curva que
llena el espacio: subintervalos adyacentes mapeados en subcubos adyacentes
con una cara comin y cada mapeo conserva el anterior.

Figura 3.4: Primer paso de la generacion de la curva de Hilbert tridimensio-
nal.

Figura 3.5: Segundo paso de la generacion de la curva de Hilbert tridimen-
sional.

3.2. Curva de Peano

3.2.1. Definicién de la curva de Peano

G. Peano define una funcion continua f, de I a I* en terminos del operador

k'(tj)ZQ—tj, j:O,l,Q
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como sigue

(05t (R (t)) (R (£5) ) -
fp<03 “titatstats - ) o ( O3 - (k’tl (t2)>(/€t1+t3 (t4>) ... ) ’ (3'1)

Donde 03 - t1tat3--- = 5 + —22 —|— L+..-,t; = 0,1 o 2 denota un ternario
y kY la v-ésima 1tera01o de k Nuestro obJetlvo ahora es probar que f, es
suprayectiva y continua.

Proposicion 3.2.1.
k2(t) =1+ (=1)°(; — 1).

Demostracidn:
Por induccién matemética

e Para v =1 tenemos que

K(t) = (1) + (~1)'(t — 1)
— 14 (~1)(t; 1)
—1—t;+1
— 2t

~—

e Supongamos que k”(t;) =1+ (—1)"(t; — 1) entonces,

K (t) = k(R (t5))
= k(1+ (=1t - 1))
=1+ (DA + (=D -1) = 1)
=1+ [(=D((=D)(t; = 1))]
=1+ (=1)""(t; — 1).

l

Dado que cada ternario finito también puede escribirse como un ternario
infinito con infinitos 3’s entonces,

03 - trtats - - - tyt = O3 - tytats - - - t,(t — 1)2.
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Tenemos que asegurarnos que el valor de f, es independiente de la represen-
tacion. Asumimos, por el momento que n = 2m y para obtener la primer
componente coordenada ¢, de f, de (3.1), usamos la siguiente notacion,
T:t2+t4+"'+t2m, asi:

p(03 - tatats -« tat) = 03 - t1 (K" (t3)) (KT (t5)) - - (K7 () (k7(0))
03 - t1(K*2(t3)) (k24 (t5)) - - - t si T es par
0 - t1(k*2(t3)) - - - (KRt Flem=2(ty . 1))(3 —t) si T es impar
Esto ya que por la Proposicién 3.2.1 tenemos:

e Si 7T es par,

ET(0)=1+(-1)"(0—1)=1+(0—1) =0.

Por otro lado, tenemos que

@(03 tltgtg t (t—l)?) =
03 - 1 (K" (t3)) (K=" (ts)) -+ - (K7(¢ — 1) (K™(2)) (K™(2)) - -~

Og - ta(K™2(ts)) (K214 (t5)) - - (t = 1)2 =
03 - t1(k*2(t3)) - -+ t, si T es par

O3 - 11 (K" (t)) (K" T14(t5)) - - (2 = (= 1)) =
03 : tl(k?tQ (tg))(kt2+t4 (t5)) cee (3 - t), siTes impar

pues si hacemos como en el caso anterior tenemos que:
e Si T es par,

Et—1)=1+(-1D)"(t—-1)—-1)=1+@t—-2)=t—1y
E202)=1+(-1)"2-1)=1+(1)=2.
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e Si 7 es impar,

Et—1)=1+(-D"(t-1)—-1)=1+(-1)(t—2)
=1—-t+2=2—-(t—-1)=3—-ty
E2(2) =1+ (=1)""22—-1)=1+(=1)(1) =0.

El caso para n = 2m + 1 y la segunda componente coordenada 1, de f, son
anélogos. Asi, procederemos en el entendimiento de que obtenemos el mismo
valor de f, de cualquier manera.

Proposicién 3.2.2. La funcion f, como se define en (3.1) es suprayectiva.

Demostracién:
Sea

(05 B18285B4- -+, O3 - yy2y3va---) € I
Tenemos que probar que hay un t = O3 - t1totsty - - - € I tal que

~ (03- B1B2f33fs - - -
Jolt) = (03 : 71727374---> '

Ahora, comparando los lugares ternarios correspondientes, obtenemos con
to — 0

ﬁn — kt0+t2+t4+"'+t2n—2 <t2n 1)
- )

Vn = kto+t2+t4+~“+t2n_2(t2 )
n nj-

Senalando que ko k(t;) = k(k(t;)) = 2 — k(t;) = 2 — (2 —t;) = t; tenemos
que k es su propia inversa. Asi,

— Ltotta+tat--+ton—
tzn—l = Llotiatia 2n 2(t5n>7

— Ltottettat-+tlan—2
th - k " (t"/n>7

lo cual podemos resolver sucesivamente para ty, to, t,, - -. 1

Proposicion 3.2.3. La funcidén f, como se define en (3.1) es continua.

Demostracion:
La prueba que se dard a continuacion es la prueba més convincente dada por
Federico Prat-Villar de la Universidad Politécnica de Valencia, Espana.



3.2 Curva de Peano 45

Probaremos primero que ¢, es continua por la derecha para todo ¢t € [0,1).
Sea
to = O3 - t1lats -+ - taptoptr - -

la representacion de tg que no tiene infinitos 2's finales y sea

1
:STN

J —03-000---topritonsa---

dado que
to+0 =03 - titats - toptonyr -+ — 03000 Loy y1tonyn- -

:03't1t2t3"'t2n+3%

= 03 - t1tats - - - 12,2,

cualquier t € [tg, to+ 0) tiene que estar de acuerdo con ¢y en los primeros 2n
digitos después del punto ternario.

Considerando t = 03't1t2t3 cee thTQn_H +Tgn+2 .-, C0N € = t2+t4+t6—|— . '+t2n7
tenemos que
|o(t) — o(to)]
=03 - t1 (K2 (t3)) - -+ (K (T2ng1)) -+ — 03 - £ (B2 (t3)) - - - (K (t2ng1)) - - |
ke (7_2n+1) fettant2 (Tzn+3) e ke(t2n+1) B fettant2 (t2n+3) B
o gn+1 Jn+2 gn+1 n+2
K (Tons1) = K (tansa)| | [RTE2(Tanss) = K2 (o)

Observemos que:

e Si w es par,

EY(tong1) =14+ (=1)“(tans1 — 1) =14 (topy1 — 1) =tapi1 ¥
EY(Tont1) = 14+ (=1)“(12n41 — 1) = 1+ (T2n41 — 1) = Tont1.

e Si w es impar,

(tont1) = 14+ (=1)"(tant1 — 1) = 14+ (1) (tang1 — 1) =2 —top1 ¥

kw
kw<’7'2n+1) = 1 + (—1)w(7'2n+1 — 1) = 1 =+ (_1)(7-2n+1 — 1) = 2 — Ton+1-



3.2 Curva de Peano 46

Para lo cual tendremos que
|Tons1 — tong1| <2y
12 = Tong1 — (2 = tont1)| = |ton+1) — Tonga| < 2,

esto debido a que tanto 75,1 como %5, s6lo pueden tomar los valores 0, 1
0 2. Asi,

2 2 2

<(Z)(+i4t)
- 3n+1 3 9
2 3
= (5)(3)
1
- L

Dada € > 0, por la propiedad arquimediana existe N € N tal que 3% < € para
toda n > N. Considerando ¢ como antes se tiene que ¢, es continua por la
derecha.

Para mostrar que ¢, es continua por la izquierda en (0, 1] elegimos la repre-
sentacion ternaria de ty que no es finitay a0 =03-00---0---to, 1 1topio- .
Entonces, tg — § = 03 - tytals - - - to, y vemos, como antes, que t € (to — 9, to),
su representacion ternaria tiene 2n digitos después del punto ternario y pro-
cedemos como antes.

Dado que ¢, es continua por la derecha en [0,1) y por la izquierda en (0, 1]
es continua en [0, 1].

La continuidad de 1, se sigue de que 1,(t) = 3¢,(t/3).

Veamos que ¥,(t) = 3p,(t/3).

Dado t = 03 - tytot3 - - -, tenemos que
L/t ty 13
VLI B B
3\3 + 32 + 33 *
t ty 13
BT

== 03 . Ot1t2t3 c
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Asi,

Bp(t/3) = 3(05 - O(K" (t2) ) (K" T2 (ta)) - - -)
0 Lt (t2> ftitts (t4>
:3(§+ 3 39 +>
Lkt (t2) ftitts (t4>
:< 3 T +>
= 0+ (R (02)) (W4 45(24)) -+
=,

I

Por la Proposiciéon 3.2.2 y la Proposicion 3.2.3 obtenemos el siguiente
teorema.

Teorema 3.2.4. La funcion f, : I — I* como se define en (3.1), representa
una curva que llena el espacio a la que llamanos la curva de Peano.

3.2.2. La no diferenciabilidad de la curva de Peano

Es digno de mencion que Peano considera necesario dar una explicaciéon
elaborada de la representacion ternaria de un ntimero, pero deja mucho que
pensar respecto a su afirmacion de la no diferenciabilidad de su curva con
solo una oracioén, la tltima oraciéon en su articulo: “Estas ¢ e 1, funciones
continuas de la variable t, carecen de un derivado por completo”. No fue sino
hasta diez anos después, Moore publicé una prueba de la no diferenciabilidad
de la curva de Peano en [4]. Nunca sabremos como Peano se convencio a
si mismo de la no diferenciabilidad en ninguna parte de su curva, pero su
prueba no podria haber sido méas simple que la que se ofrece en [7], y que
reproduciremos aqui.

Teorema 3.2.5. La curva de Peano como se define en (3.1), no es diferen-
ciable es ningin punto.

Demostracion:
Para cualquier ¢t = O3 - t1at3 - - - tantoni1tonse - - - € [0, 1], definimos

tn, = 03 - t1tals - - - tonTont1tons2 - -

donde 7o,11 = tan11+1 (mod 2). Veamos los posibles casos para esta igualdad
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e Sity, 1 = 0, entonces To,11 = 1;
e Sity, 1 =1, entonces 79,11 = 0;

e Sity, 1 = 2, entonces Ty, = 1.

Ahora,
|/t lon | ton+1 31 lon | Ton+1
[t —t,| = ‘(5_'_...4_3%4_32%_1 _|_> — <§+”'+3E+32n+1 _|_)‘
_llenyr Tomga| 1 y
— 32n+1 - 32n+1 - 32n+1| 2n+1 — 7—2n+1|
1
T 32+l

Por la definicion de f,, ¢,(t) v ¢,(t,) solo difieren en el (n + 1)-ésimo lugar
ternario. Por lo que

1

[Pp(t) = ppltn)] = KT (fan ) = K= (o )| = 257

Por lo tanto,
|p(t) — wp(tn)] _3n
|t - tn|
lo cual tiende a infinito, por lo que el limite no existe, es decir, ¢, no es

diferenciable.
La no diferenciabilidad de v, se sigue de que v, () = 3p,(t/3). T

Generaciéon geométrica de la curva de Peano

Aunque no hay indicios de que se pueda encontrar una interpretacion
geométrica de la curva de Peano, Hilbert fue indudablemente llevado a su
principio generador por la siguiente consideracion:

Por (3.1),
0+ -0 .

03 - Omamgma - - -

lo que significa que el intervalo [0, é] esta mapeado en el subcuadrado niimero
1 de la Figura 3.6. De la misma manera,
O3 - 0§5858} - - )

O3 - 01t3tyts---) = ;
Tp(0s stats ) (03'1775773774,1"‘



3.2 Curva de Peano 49

lo que significa que el intervalo [%, g] es mapeado en el subcuadrado ntimero
2 de la Figura 3.6. Continuando de esta forma, nos damos cuenta de que el
intervalo [j%l, %], j=1,2,3, ..., 9 es mapeado en el subcuadrado numero j
de la Figura 3.6.

Esto sugiere que podemos obtener la curva de Peano si dividimos el interva-
lo I en 32" subintervalos congruentes y los mapeamos en 32", n = 1,2,3...
subcuadrados congruentes en el orden en que hemos indicado en la Figura
3.7 para los primeros 3 pasos.

Nuestras condiciones para la generaciéon de una curva que llena el espacio
parecen cumplirse: los intervalos adyacentes se mapean en cuadrados adya-
centes con un borde en comin, y cada mapeo conserva el anterior. Podemos,
por lo tanto, definir un mapeo g, : I — I? como en la Seccion 3.1.1 y mostrar,
tal como lo hicimos entonces, que el mapeo es suprayectivo y continuo, es

decir, representa una curva que llena el espacio.

34 9
2 5 8

1 6 7

Figura 3.6: Indicaciones del mapeo de Peano.

Figura 3.7: Generacién geométrica de la curva de Peano.



Bibliografia

[1] H. Hahn, Mengentheoretische charakterisierung der stetigen kurve,
Sitzungsberichte, Akad. der Wissenschaften 123 (1914), 2433-2489.

[2] M. J. Mansfield, Introduccion a la Topologia. Alhambra, Madrid, 1974.

[3] S. Mazurkiewicz, Sur les lignes de Jordan, Fund. Math. 1 (1920), 166-
209.

[4] E. H. Moore, On certain crinkly curves, Trans. Amer. Math. Soc. 1
(1900), 72-90.

[5] J. R. Munkres, Topologia, Segunda edicion, Pearson Educacion S.A.,
Espana, Madrid 2002.

[6] S. B. Nadler, Jr., Continuum theory; an introduction, Monographs and
Textbooks in Pure and Applied Math., vol.158 (1992), Marcel Dekker,
Inc. New York, N.Y.

[7] H. Sagan, Advanced Calculus, Houghton-Mifflin Company, Boston, 1974.

[8] H. Sagan, Space-Filling Curves, Springer-Verlag, 1994.

20



